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1. Wstep

Matematyka, dziedzina aktywnosci intelektualnej cztowieka, uznawana
przez wielu za forme estetyki, tudziez jezyk Boga, nie moze by¢ przedstawiana
uczniom jako nudna, algorytmiczna i odtworcza wiedza szkolna. Matematyka
musi by¢ ,zywa i radosna” - otwarta dla kazdego, do zabawy i powaznych
zastosowan. Nie moze by¢ odhumanizowana i wyalienowana z realnego swiata,
zamknieta w twardej skorupie teorii i twierdzen. Przywrocenie matematyce
,hormalnosci”, to nieczynienie z niej wyrafinowanego sacrum dla wybrahcéw
i niestraszenie nig dzieci i mtodziezy w szkotach. Pokazanie jej przystepnosci
i przydatnosci, osadzenie w realnym swiecie ucznia, nauczenie korzystania z jej
dorobku w zyciu codziennym. Ukazanie historii i loséw ludzi jg tworzgcych,
poznanie warsztatu profesjonalistow i istoty problemdw, z ktérymi sie borykaja.
To wszystko jest kluczem do ,odczarowania” jej nieprzyjaznej postaci
i zachecenia mtodych ludzi do uczynienia z matematyki swojej zyciowej pasji.

Uzdolnienia matematyczne mozna zatem potraktowac jako wyraz fascynacji
tym swoistym rodzajem estetyki wynikajgcym ze specyficznych, wrodzonych
predyspozycji umystowych, a fascynacje i zainteresowania sg z Kkolei
przedsionkiem do pasji i samorealizacji cztowieka. Z drugiej strony, dla zdrowia
psychicznego ucznia ponadprzecietnie uzdolnionego, matematyka nie moze
sta¢ sie dla niego substytutem rzeczywistosci, miejscem alienacji, ucieczki od
realnego zycia w wirtualny Swiat idei. Nie moze tez radykalnie kanalizowaé
rozwoju psychofizycznego i poznawczego ucznia, a harmonijnie i w sposob
zrébwnowazony z innymi obszarami aktywnosci stymulowaé jego rozwo;.

Niniejszy program jest efektem prac wdrozeniowych programu
realizowanego w okresie od listopada 2011 do marca 2013 roku. Program
zostat zmieniony w stosunku do wersji pierwotnej. Gtéwny zakres zmian,
to urealnienie przewidywanej liczby godzin na poszczegdlne zagadnienia.
Drugi nurt zmian, to wprowadzenie do programu elementéw z pogranicza
matematyki rekreacyjnej - gry logiczne, nauka uktadania kostki Rubika, zadania
diagramowe, gra miejska oraz inne zagadnienia popularyzujgce matematyke.

Przy tak duzym nasileniu zaje¢ podczas sesji celowym wydawato
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sie wprowadzenie elementéw stanowigcych swoisty przerywnik przy
jednoczesnym osigganiu celéw projektu np.: podnoszenie umiejetnosci
logicznego myslenia, czy integracja w zespole.

Integralng czescig przedstawionego opracowania jest Innowacyjny program
wsparcia psychologiczno-pedagogicznego uczniow uzdolnionych, ich rodzicow
i nauczycieli (przygotowany w odrebnym dokumencie), ktéry nalezy realizowaé

jednoczesnie z niniejszym programem.

2. Informacja o autorach

Mgr Jerzy Janowicz

Nauczyciel matematyki z ponad 30-letnim stazem, absolwent Uniwersytetu
Wroctawskiego, autor ponad 100 publikacji metodycznych, w tym podrecznikoéw
matematyki dla gimnazjum z serii "Policzmy to razem" wraz z obudowag
dydaktyczng (zbiory zadan, zeszyt c<Ewiczen, ksigzki dla nauczyciela,
sprawdziany) oraz kilku zbiorow zadah dla ucznidw uzdolnionych

matematycznie.
Mgr Zbigniew Lorkiewicz

Absolwent Uniwersytetu Wroctawskiego, wieloletni nauczyciel matematyki
i informatyki. Wychowawca i nauczyciel wielu laureatow olimpiad
przedmiotowych. Tworca koncepcji egalitarnego wspierania uzdolnieh
i akredytacji szkot w obszarze wspierania uzdolnien uczniéw na Dolnym Slgsku.
Inicjator i wspottworca Dolnoslgskiego Systemu  Wspierania Uzdolnien.
Pomystodawca konkurséw ,zDolny Slgzak Gimnazjalista” i ,zDolny Slgzaczek”
oraz wieloletni przewodniczacy  wojewddzkiej komisji  konkursowej.

Autor wielu zadan egzaminacyjnych i konkursowych.
Mgr Stawomir Wéjcik

Absolwent matematyki na Uniwersytecie Mikofaja Kopernika w Toruniu,
wyktadowca Politechnik Wroctawskiej, nauczyciel, mitosnik matematyki
i famigtéwek logicznych, dwukrotny mistrz Polski w Grach Matematycznych

i Logicznych, cztonek zarzgdu dolnoslgskiego oddziatu Polskiego Towarzystwa
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Matematycznego, czionek Mensy — Polska, popularyzator matematyki,

wspétautor ksigzek dla dzieci o tematyce matematycznej. Od 2005 roku
prowadzi Miedzyszkolnego Koétka Matematyczne organizowane przez Fundacije
Matematykéw Wroctawskich i Politechnike Wroctawskg. Wychowawca wielu
laureatéw konkursdw i olimpiad matematycznych. Zonaty, ojciec dwojki dzieci:
Olgi - 11 lat i Michata - 6 lat.

3. Ogdlna charakterystyka programu

Innowacyjny program pracy z miodziezg ponadprzecietnie uzdolniong
matematycznie skonstruowany jest na gruncie idei holistycznego podejscia
do przekazywania wiedzy oraz ksztattowania umiejetnosci i postaw. Zostat
takze dodatkowo wzbogacony o elementy edukacji kulturalnej i wsparcie
psychologiczne. Stawia na aktywno$¢, otwartos¢ i samodzielnos¢ ucznidw.
Komplementarnie  wprowadza w  podstawowe zasady  wspétpracy
i wspotdziatania w zespole. Pokazuje matematyke jako efekt nieskrepowane;j

kreatywnosci umystowej cztowieka, tworzonej przez cztowieka i dla cztowieka.

4. Cele ksztatcenia

4.1. Cele ogodlne

1. Stworzenie uczniom warunkéw do zdobycia wiedzy i umiejetnosci
wykraczajgcych poza podstawe programows.

2. Zatozenia wychowawcze: ksztattowanie pozytywnej motywacji wobec
wiedzy matematycznej, samodzielne tworzenie sytuacji problemowej,
rozwigzywanie probleméw, generowanie pomystow, dociekliwos¢, wytrwatosé
w badaniu problemu, prowadzenie dyskusji, argumentowanie, efektywna praca
w zespole i odpowiedzialnos¢ za efekty pracy catego zespotu.

3. Racjonalne ukierunkowanie rozwoju potencjatu intelektualnego szerokiej
rzeszy uczniéw ponadprzecietnie uzdolnionych z matematyki.

4. Popularyzacja matematyki, szczego6lnie w kontek$cie wyboru $cistego

kierunku studiéw wyzszych.
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5. Wyréwnywanie  szans  edukacyjnych ucznibw  ponadprzecietnie
uzdolnionych z matematyki pochodzacych z ré6znych srodowisk.
6. Integracja s$rodowiska edukacyjnego wokét problematyki wspierania

uzdolnien ucznidéw.

4.1.1. Wykraczajgce poza podstawe programowg
~Jedyng osobg, ktéra cos moze zrobi¢c z Twoim zyciem, jestes Ty sam”

1. Pokazanie nie-szkolnego, fascynujgcego oblicza matematyki elementarnej.
2. Wzbudzenie gtebszego zainteresowania obszarem matematyki opartego na
wewnetrznej motywaciji.

3. Odkrycie wielodyscyplinarnosci zastosowan matematyki.

4. Umozliwienie uczniom kontaktu z pracownikami naukowymi i odczucia
atmosfery uczelni wyzszej. Ksztattowanie $miato$ci w prowadzeniu dialogu
z ekspertami i niwelowanie postawy biernego odbiorcy informaciji.

5. Przyblizenie warsztatu pracy profesjonalnego matematyka i obszardéw
penetracji wspo6tczesnej matematyki.

6. Umozliwienie uczniom kontakiu z réwiesnikami majgcymi podobne
zainteresowania. Inicjowanie idei tutoringu réwiesniczego wsrdd uczniow.

7. Przygotowanie uczniow do samodoskonalenia i samodzielnego poszerzania
swojej wiedzy matematyczne;.

8. Umozliwienie uczniom samooceny witasnych celébw poznawczych
i szacowania mozliwosci ich realizaciji.

9. Umozliwienie poznania wiasnego potencjatu intelektualnego, stopnia
kreatywnosci i posiadanej wiedzy w poréwnaniu z réwiesnikami.

10. Wdrazanie do samodzielnosci, tworzenia wtasnych koncepciji, kreatywnosci
intelektualne;.

11. Rozwijanie umiejetnosci wspétpracy w zespole.

12. Ksztaltowanie = umiejetnosci  prowadzenia  merytorycznej  dyskusiji

i przyjetych sposobow przekazywania i obrony wiasnych przekonan.
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4.1.2. Wynikajace z diagnozy barier spotecznych w dostepie do studiow
wyzszych

Podstawowymi barierami w dostepie do studibw wyzszych sg bariery
finansowe, $rodowiskowo-kulturowe i mentalne. Gtownym czynnikiem
wptywajgcym na wybdér matematyczno-przyrodniczych kierunkéw studiéw jest
perspektywa zatrudnienia po ich ukonczeniu. Zatrudnienia zgodnego
z kierunkiem studiow, adekwatnego do posiadanej wiedzy i dajgcego
satysfakcje finansowa.

Z drugiej strony juz od dawna ukonczenie studibw nie determinuje
uzyskania pracy, a absolwenci coraz czesciej podejmujg aktywnos¢ zawodowg
niezwigzang z ukonczong specjalnoscig. Stagd tendencja w wyborze studiéw
zgodnych z posiadanymi zainteresowaniami i uzdolnieniami. Daje to szanse
petnego rozwoju zyciowego i samorealizacji. Wazne staje sie zatem poznanie
i krystalizacja zainteresowan ucznia przed wyborem uczelni wyzszej, m. in.
poprzez:

1. Stwarzanie sytuacji pedagogicznych, w ktérych uczen poznaje swoje
mozliwosci, zainteresowania i uzdolnienia.

2. Rozpoznawanie mocnych stron ucznia i wzmacnianie jego rozwoju w tym
kierunku.

3. Wzbudzanie w uczniach pasji poznawczych i zachecanie do szukania
wiasnej Sciezki rozwojowej.

4. Zachecanie do podejmowania studibw wyzszych i pomoc w trafnym

ich wyborze.

4.1.3. Wynikajace z badan Centralnej Komisji Egzaminacyjnej i diagnoz
PISA

Gtéwnym kierunkiem ksztatcenia bedzie eksponowana coraz mocnigj
we wspotczesnej edukacji grupa umiejetnosci ztozonych takich, jak
modelowanie matematyczne, uzycie i tworzenie strategii oraz rozumowanie
i argumentacja. Umiejetnosci te, jak wskazujg badania prowadzone przez

Centralng Komisje Egzaminacyjng, czy miedzynarodowe diagnozy PISA,
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sg u mitodziezy zbyt stabo rozwiniete i stanowig pewng bariere w ich

indywidualnym rozwoju, jak i w rozwoju catego spoteczenstwa.

4.1.4. Wynikajace ze szczegolnej sytuacji ucznia ponadprzecietnie
uzdolnionego oraz jego znaczacej roli spotecznej

1. Zapoznanie z zasadami budowania wilasnego warsztatu pracy quasi
naukowej. Zachecenie do aktywnosci twérczej i uczestnictwa w zyciu
popularno-naukowym.

2. Umozliwienie poznania swojego potencjatu intelektualnego, okreslania
swoich mocnych i stabych stron, stopnia swojej kreatywnos$ci oraz posiadanej
wiedzy w poroéwnaniu z rowiesnikami.

3. Ksztattowanie umiejetnosci okreslania swoich celéw strategicznych
i operacyjnych (dtugookresowych i krotkookresowych) oraz stawiania sobie
biezgcych zadan.

4. Ksztattowanie umiejetnosci planowania i wizualizacji wiasnej $ciezki
rozwojowe;j.
5. Ksztattowanie zrozumienia, ze zdolnosci sg sprawg indywidualng, ale

stanowig znaczgcg wartos¢ spoteczna.

4.2. Cele wychowawcze

1.  Ksztaltowanie umiejetnosci prowadzenia merytorycznej  dyskusji
i przyjetych sposobdw przekazywania i obrony wiasnych przekonan.

2. Ksztattowanie umiejetnosci trafnej, racjonalnej oceny swojej osoby,
budowania poczucia wtasnej wartosci i akceptacji siebie w tym umiejetnosc
przyjmowania krytyki, ocen i pochwat. Rozwijanie umiejetnosci radzenia sobie
z porazka.

3. Wdrazanie do samodzielnosci, do tworzenia wtasnych koncepcji,
pobudzanie kreatywnosci intelektualnej.

4. Rozwijanie kompetencji spotecznych ucznidéw, umiejetnosci wspotpracy
w zespole i kultury dyskusji w tym umiejetnos¢ prowadzenia sporu. Rozwijanie
umiejetnosci wspétpracy w zespole i kultury dyskusji w tym umiejetnosé

prowadzenia sporu.
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5. Ksztaltowanie wrazliwosci na innych ludzi, zwtaszcza tych z mniejszym
potencjatem zdolnosci, szacunku i toleranc;ji dla zycia w ogole.

6. Budowanie zrozumienia, ze dopiero ponadprzecietna inteligencja
potgczona z wtasciwym systemem wartosci daje w petni wartosciowg jednostke
ludzka.

7. Ksztaltowanie zrozumienia, ze madro$¢ to cos$ wiecej niz sama
inteligencja

i zdolnosci.

8. Umozliwienie kontaktu z kulturg wysoka, a takze ksztattowanie wrazliwosci
na sztuke i przygotowanie do odbioru sztuki.

9. Rozbudzanie aspiracji i wspieranie dgzenia do samorealizaciji.
4.3. Cele szczegobtowe

4.3.1. W zakresie wiadomosci i umiejetnosci:

1. Przyswojenie wybranych poje¢ i umiejetnosci matematycznych nie ujetych
podstawg programowa.

2. Opanowanie tresci i umiejetnosci dodatkowych umozliwiajgcych indywidualny
rozw0j posiadanych predyspozycji matematycznych.

3. Zdobycie umiejetnosci matematycznych przydatnych w zyciu codziennym.

4.3.2. W zakresie aktywnosci intelektualnej zwigzanej z poznawaniem
matematyki:

1. Postugiwanie sie jezykiem i symbolikag matematyczng oraz regutami
wnioskowania

. Redagowanie tekstéw z uzyciem symboliki matematyczne;.

. Stosowanie wzoréw, algorytmoéw, twierdzen w rozwigzywaniu probleméw.

. Definiowanie pojec.

o ~ W D

. Interpretowanie zaleznos$ci funkcyjnych wyrazonych w formie algebraicznej
lub graficznej.
6. Tworzenie modeli kombinatorycznych i probabilistycznych oraz postugiwanie

sie nimi.
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4.3.3. W zakresie rozwijania uzdolnien matematycznych:
1. Nabycie biegtosci w postugiwaniu sie narzedziami matematycznymi na
takim poziomie, aby nie stanowity one dodatkowej trudnosci przy wykonywaniu
czynno$ci wyzszego rzedu.
2. Wyksztatcenie umiejetnosci catosciowego spojrzenia na prowadzony
proces rozumowania i dobieranie pod tym katem okreslonych procedur.
3. Rozwijanie umiejetnosci heurystycznych.
4. Wdrazanie do samodzielnosci matematycznej, zwlaszcza
W rozwigzywaniu problemow.

5. Ksztatcenie myslenia koncepcyjnego i kreatywnosci matematyczne.

5. Materiat nauczania

Materiat nauczania dostosowany jest do kazdej z dwdch wyodrebnionych
grup wiekowych uczestnikéw. Obejmuje gtdwnie zakres programowy, choé
widziany czesto z innej i nieco szerszej perspektywy. Jednoczesnie
wzbogacany o0 pojecia, problemy i metody wykraczajace poza zakres
matematyki szkolnej.

5.1. Tresci nauczania

Tredci nauczania podzielono tematycznie, dla kazdej z grup wiekowych
uczestnikdw. W kazdej grupie wyszczegdlniono 6 sesji tematycznych po 40
godzin kazda. Nalezy przy tym zaznaczyé, ze dopuszczalna jest zmiana
kolejnosci poszczegdlnych sesji, a tytuty sesji odnoszg sie do wiodacej
tematyki. CzesS¢ zaje¢ w poszczegdlnych sesjach moze odbiega¢ od tematyki
wiodacej. Moze to by¢ decyzja zespotu przedmiotowego lub koordynatora np.
ze wzgledu na che¢ zrealizowania zagadnien, ktére uczniowie zgtaszali
w ankietach ewaluacyjnych po poprzednich sesjach. Poniewaz kalendarz
ogdblnopolskich oraz  (znaczacych) lokalnych imprez i konkurséw
matematycznych jest bardzo bogaty, to organizacja poszczegdlnych sesji za
pewne wypadnie w poblizu tychze wiasnie imprez. Warto czes$¢ zajeé poswiecic
na przygotowanie uczniéw do tych imprez zwracajgc szczeg6lng uwage na

specyfike imprezy/konkursu. Zawiadomienie i zachecenie do udziatu - o ile nie
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nastgpito w szkole macierzystej - powinno sie odby¢ poprzez kontakt mailowy

badz platforme Moodle.

Grupal l

Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas | i [l gimnazjum
~Rdwnania, ktérych nie ma w szkole”
~Policzmy to inaczej”
~Matematyczne 3D”
~Matematyczny klub odkrywcow”

~Papierowa matematyka”

O a0 A W Nh =

~Matematyka nie oszukuje”

Grupal ll

Uczniowie klasy Il gimnazjum i | i Il klasy szkoty ponadgimnazjalnej
. ,Co mnie zastanawia, intryguje i fascynuje w matematyce?”
., Algebra — przetomowy wynalazek arabow, utrapienie uczniow”
. ,Rdzne geometrie, rézne $wiaty”

1

2

3

4. ,Zycie to statystyka i probabilistyka”

5. ,Matematyka narzedziem profesjonalistow”
6

~,Matematyka wspomagana informatykg”

5.2. Zakres tematyczny

Tematyka  poszczegélnych  sesji  matematycznych, w  zakresie
merytorycznym, realizowana jest odrebnie w kazdej grupie wiekowej:

e Grupa | Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas | i Il gimnazjum

e Grupa Il Uczniowie klasy Il gimnazjum oraz klasy | i Il szkoty ponadgimnazjalnej

Jak wspomniano podczas opisu adresatéw projektu dopuszcza sie tgczenie
grup na pojedynczych wyktadach/zajeciach. Pod zagadnieniami wiodgcymi
przedstawiony jest przykfad realizacji sesji w rozbiciu na konkretne tematy.
Kazdy temat przewidziany jest na 1,5h czyli 2 godziny lekcyjne.
Tematy oznaczone gwiazdkg mogg by¢ realizowane w obu grupach

jednoczesnie.
,Szlifowanie diamentow -
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5.2.1. Grupal

Sesja 1
"Roéwnania, ktérych nie ma w szkole"

e rownanie z wartoscig bezwzgledng

Uczniowie poznajg rézne metody rozwigzywania rownan z wartoscia bezwzglednag
(algebraiczne, graficzne — z uzyciem osi liczbowej), rozwigzujg zadania tekstowe prowadzace
do réwnan z wartoscig bezwzgledng. W bardziej zaawansowanej grupie mozna rozwigzywac

réwnania z dwiema niewiadomymi z wartoscig bezwzgledna.

e rownanie zaokragleniem
Zaokraglenie mozna tak zdefiniowaé, ze stanie sie funkcjg, a stgd o krok do sformutowania
réwnan. Takie réwnania mozna rozwigzywac rachunkowo lub za pomocg wykreséw. Uczniowie
sami mogg tworzy¢ problemy i prébowac je rozwigzywac.

e réwnanie z czescig catkowitg i mantysg
Zajecia rozpoczynamy od okreslenia czesci catkowitej (cechy) i mantysy. Kolejno sporzadzamy

wykresy, a nastepnie formutujemy i rozwigzujemy coraz bardziej ztozone réwnania.

e rownania potegowe i wyktadnicze
Zajecia przebiegajg od ¢wiczen w rozwigzywania elementarnych réwnan wyktadniczych
i potegowych, kolejno poprzez bardziej ztozonych, az do zadan "olimpijskich". W grupie bardziej
zaawansowanej mozna wprowadzi¢ pojecie logarytmu i rownania logarytmiczne.

e rozwigzywanie rébwnan w liczbach naturalnych, catkowitych i wymiernych

Rownania rozwigzywane w liczbach naturalnych, to klasyka teorii liczb. Osnowg zaje¢ moze by¢
"Teoria liczb" W. Sierpinskiego. Zajecia mogg sta¢ sie okazjg do zapoznania z osiggnieciami
wybitnych polskich matematykéw, a takze stwarzajg sposobnosé do nauki czytania tekstu

matematycznego.

Przyklad realizacji konkretnych tematow:
Wyktad inauguracyjny "Wspotczesne dziedziny badah matematycznych”

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych (1)

Sesyjny konkurs zadaniowy (1)

Prezentacje rozwigzan zadan kwalifikacyjnych i konkursowych

Prezentacje uczniowskie (1)

Prezentacje uczniowskie (2)

.Najistotniejsze osiggniecia matematyki” (1) "Rachunek rozniczkowy i catkowy -
najwigekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje”
Rozwigzywanie réwnan w liczbach naturalnych (1)

Rozwigzywanie rownan w liczbach naturalnych (2)

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych (2)

Roéwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna (1)

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce (1) "Ciagg Fibonacciego”
Rozwigzywanie réwnan w liczbach naturalnych (3)

~Szlifowanie diamentéw -
innowacyjne programy wsparcia uczniow uzdolnionych w zakresie nauk matematycznych i przyrodniczych”
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Rownania i nierdwnosci z czescig catkowitg i mantysg (1)

Rozwigzywanie probleméw matematycznych (3) "Kolorowanie w matematyce"

Rownania i nierdwnosci potegowe i wyktadnicze (1)

Roéwnania i nierdwnosci z "zaokragleniem” (1)

Dyskusje o matematyce (1) "Komu potrzebna jest matematyka?"

Najistotniejsze osiggniecia matematyki (2) "Rachunek rozniczkowy i catkowy -
najwigekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie r6zniczkuje i catkuje”
cz.2.

Zadania logiczne i wnioskowanie (1)

Sesja 2
"Policzmy to inaczej"

historia niedziesigtkowych systeméw liczenia

Zajecia rozpoczynajg sie od pogadanki wprowadzajacej, nastepnie uczniowie w kilku grupach
w okreslonym czasie przygotowuja korzystajac z Internetu krotkie wystapienia na temat
systeméw liczenia rzymskiego, babilonskiego, egipskiego i innych. W drugiej czesci nastepujg
prezentacje, a nastepnie dyskusja o wspolnych cechach i réznicach w systemach liczenia
uzywanych przez r6zne cywilizacje.

dodawanie, odejmowanie,  mnozenie i dzielenie w  systemach
o podstawie innej, niz 10

Zajecia rozpoczynajg sie od uzasadnienia algorytméw dziatan arytmetycznych w systemie
dziesigtkowym. Nastepnie tworzone sg i uzasadniane algorytmy dla innych systemow.
W drugiej czesci zaje¢ uczniowie rozwigzujg zadania arytmetyczne dotyczace dziatah
w systemach innych, niz dziesigtkowy.

rébwnania w systemach niedziesigtkowych

Uczniowie rozwigzujg réwnania, w ktérych niewiadome sg liczbami zapisanymi w systemie

innym, niz dziesigtkowy lub niewiadoma jest podstawa systemu liczenia.

cechy podzielnosci w systemach niedziesigtkowych

Poprzez analogie do uzasadnienia cech podzielnosci w systemie dziesigtkowym uczniowie
tworzg i uzasadniajg cechy podzielnosci w systemach innych, niz dziesigtkowy. W kilku
zespotach opracowujg przyktady cech przez rézne liczby. Kolejno nastepuje ich prezentacja
i proby zauwazenia ogélnych prawidtowosci. W dyskusji uczniowie poréwnujg takze efekty
swojej pracy, w sytuacji, gdy podstawa jest liczba pierwsza i gdy jest nig liczba ztozona.

0 innym sposobie zapisywania utamkow

Uczniowie poznajg sposéb zapisywania liczb wymiernych za pomocg tzw. utamkéw
tancuchowych. Cwiczg zamiane utamkéw tancuchowych na zwykte i odwrotnie. Poznajg pojecie
reduktu i jego roli w znajdowaniu przyblizen. W grupie bardziej zaawansowanej mozna

poruszy¢ kwestie utamkow tancuchowych nieskonczonych.
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Przyklad realizacji konkretnych tematéw:

*Jak powstawata algebra

Niedziesigtkowe systemy liczenia

Dziatania arytmetyczne w systemach o réznych podstawach
*Konkurs zadaniowy

Cechy podzielnosci w systemach o roznych podstawach
*Rozwigzywanie zadan konkursowych

*Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych
Wykorzystanie wzoréw skréconego mnozenia
Rozwigzywanie réwnan kwadratowych przez sprowadzanie do petnego kwadratu
*Liczby na przestrzeni dziejow

Roéwnania diofantyczne c.d.

*lle jest liczb pierwszych?

Réwnania w systemach niedziesigtkowych cz. 1
Réwnania w systemach niedziesigtkowych cz. 2
Elementarne nierbwnosci algebraiczne cz. 1

Rodzaje liczb

Zabawa z logikg matematyczng

Utamki tancuchowe elementarnie

Gry i zadania logiczne

Elementarne nierbwnosci algebraiczne cz. 2

Sesja 3
"Matematyczne 3D"

e odtwarzanie rysunku bryty na podstawie kilku elementow
Jakie punkty charakterystyczne nalezy zna¢, aby narysowac rzut szescianu? lle krawedzi
graniastostupa powinno by¢ na rysunku, aby jednoznacznie odtworzy¢ caty rysunek? To tylko
przykitadowe problemy, ktére beda rozwigzywane na tych zajeciach. Uczestnicy muszg wykazac
sie dobrze rozwinietg wyobraznig przestrzenng, aby rozwigzywac te zadania oraz, w drugiej
czesci zaje¢, samodzielnie je tworzyé.

e analiza rysunkow konstrukcji przestrzennych
Jakie zasady obowigzujg przy rysowaniu bryt? Czy rysunek powinien wygladac tak, jak zdjecie
bryty? Zajecia, na ktérych mozna wykorzysta¢ s$rodki multimedialne (aparat fotograficzny,
kamera, rzutnik, tablica interaktywna, komputer) do weryfikacji hipotez i wskazywania roznic
miedzy rzutem a rysunkiem czy fotografia.

e 0 ogladaniu bryty z réznych stron (rzuty)
Zajecia rozpoczynajg sie od kilku tamigtéwek typu "Na podstawie widoku z trzech r6znych,
wzajemnie prostopadtych kierunkéw opisz, jaka to bryta". Nastepnie uczniowie sami ukfadaja
takie tamigtowki. Zadania dotycza petnych modeli oraz modeli zeberkowych. Jesli grupa jest
na tyle zaawansowana,. mozna w przypadku niejednoznacznego rozwigzania analizowaé

problemy optymalizacyjne.

~Szlifowanie diamentéw -
innowacyjne programy wsparcia uczniow uzdolnionych w zakresie nauk matematycznych i przyrodniczych”
Projekt wspéftfinansowany przez Unie Europejskg ze srodkéw Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki na lata 2007 - 2013

15



w . - A . = 5 3 ot o * N
KAPITAL LUDZKI Eﬁgh e J@L Szlifowanie O rorEss | &
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI u Mn;dzynamtimeﬂi i"\ g‘:J 1ATTEN tg}%‘a"? FUNDUSZ SPOLECZNY ik

e czyjtocien?
Zajecia powinny by¢ zorganizowane w trzech modutfach:
— obserwacja cieni modeli bryt (petnych i zeberkowych) w Swietle stonecznym np. na boisku
szkolnym i rysowanie otrzymanych cieni kredg na ptycie boiska,
— obserwacja cieni modeli bryt (petnych i zeberkowych) w $wietle sztucznym punktowym
(zaréwka, rzutnik) w pomieszczeniu zaciemnionym i rysowanie otrzymanych cieni na papierze
lub tablicy
— poréwnanie cieni tej samej bryty w $wietle stonecznym i punkitowym. Wylonienie
podobienstw i roznic.

e 0 brylach, ktérych nie ma
Czy istnieje bryta majgca doktadnie 7 krawedzi? Czy istnieje 99-Scian, ktérego wszystkie sciany
sg trojkgtami? Tego typu problemy, ktérych sformutowanie jest oczywiste i zrozumiate,
a rozwigzanie — nie zawsze jest proste bedg rozwigzywane na tych zajeciach. Czy dla kazdej
trojki liczb spetniajgca wzoér Eulera istnieje bryta, w ktérej jest tyle wiasnie wierzchotkow,

krawedzi i $cian? No i przede wszystkim — jak dowies¢ twierdzenia Eulera o wielo$cianach?

Sesja 4

"Matematyczny klub odkrywcéw"

e arytmetyczne prawidtowos$ci — ciggi
Zajecia rozpoczynajg sie od zauwazenia prawidlowosci w wypisywanych ciggach
liczb — najpierw np. rekurencyjnej, a nastepnie ogdlnej. Kolejno analizowane sa ciagi
arytmetyczne i geometryczne. Nastepnie podawane sg (i uzasadniane) wzory na sume
kolejnych liczb naturalnych i kwadratéw kolejnych liczb naturalnych. W zaleznos$ci od kondyciji
matematycznej grupy mozna takze poruszy¢ kwestie zblizone do zbieznosci ciggow.

e arytmetyczne prawidtowosci — trojkagt Pascala
Uczniowie poznajg sposéb tworzenia trojkgta Pascala. Nastepnie odkrywajg proste zaleznosci
(suma wierszy jest potegg dwdjki) i regularnosci (rozmieszczenie np. liczb parzystych, czy
podzielnych przez 3). Wykorzystujg spostrzezenia do tworzenia zaleznosci arytmetycznych

i algebraicznych (rownosci z symbolem Newtona i wzory skréconego mnozenia).

e dorysujco$i... juz
Wiele pomystéw na rozwigzanie zadania sprowadza sie do sprytnego wybrania punktu czy
poprowadzenia odcinka. Sztuka takiej spostrzegawczosci matematycznej jest trudna
do osiggniecia, ale jest niezwykle przydatna. Przygotowujgc zajecia nalezy wybrac
z dostepnych zbiorow zadan te, w ktérych btyskotliwy pomyst uzupetnienia rysunku o jeden

drobny element czyni cate zadanie oczywistym.

e poszukajmy obok
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Naturalnym odruchem przy rozwigzywaniu problemu jest analiza danych, préba ich
przeksztatcania, czy inne czynnosci dotyczace sytuaciji opisanej w zadaniu. Czasami jednak
warto popatrze¢ szerzej, porozglagdac sie i, by¢ moze, dostrzec zupetnie inaczej catg sytuacje.
Moze — nieco przekornie — zapyta¢ o elementy nie spetniajagce warunkéw zadania i z petng
premedytacjg wyeliminowacé je z obszaru zainteresowania? A moze stworzy¢ ,negatyw” zadania
pytajac, kiedy sytuacja w nim opisana nie zachodzi? Wéwczas, przy sprzyjajacych
okolicznosciach, moze okazac¢ sie, ze zupetnie niechcacy zadanie zostato rozwigzane

lub sprowadzone do problemu juz zupetnie tatwego.

Sesja 5
"Papierowa matematyka"

modele wyplatane z papierowej tasmy

Zawigzujgc zwykly wezet na papierowej tasmie mozemy po rozptaszczeniu otrzymac pieciokat
foremny. Ale tak na prawde skad wiadomo, ze jest on foremny? Podobnie — wigzgc ze sobg
dwie tasmy mozna uzyska¢ szesciokat foremny. Skfadajac umiejetnie jedng tasme mozna
wyznaczy¢ na niej kwadrat (banalne) lub tréjkat rbwnoboczny (trudniejsze).

wyznaczanie wielokgtéw foremnych za pomocg zagie¢ papieru

Do zaje¢ potrzebne sg arkusze papieru o nieregularnie obcietych brzegach. Jak wyznaczy¢ za
pomocg zagie¢ na tym papierze kwadrat, tréjkat rownoboczny albo inne wielokaty foremne?

| skad wiadomo, ze sg one na prawde foremne?

siatki bryt do sktadania bez kleju

W literaturze lub na stronach internetowych dostepne sg projekty siatek, ktére po odpowiednim
spleceniu dajg model szescianu lub innego wieloscianu. Zajecia polegaja na wyplataniu modeli
z gotowych siatek oraz na projektowaniu takich siatek.

modele z papierowych rurek

Koputy fullerowskie, to konstrukcje przestrzenne, ktérych modele mozna otrzymac¢ taczac
papierowe rurki za pomocg zszywacza lub tasmy klejacej. Rurki wykonujemy z jednakowych
arkuszy papieru (papier formatu A4 lub gazety) poprzez nawiniecie ich na otéwek lub okragty
pret. Za pomocg tej nieskomplikowanej techniki mozemy otrzymac¢ duze, przestrzenne
konstrukcje przypominajgce znane wszystkim warszawskie Ziote tarasy. Rekomenduje

sie przeprowadzenie zajec na odkrytej przestrzeni lub w sali sportowej.

modele w technice orgiami

Na stronach internetowych poswieconych technice origami znalezé mozna bardzo duzo
pomystow, jak za pomoca odpowiedniego sktadana papieru otrzyma¢ modele prostych bryt

(czworoscian foremny, szeécian), czy bardziej ztozonych (np. dwunasto$cian foremny).
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Sesja 6
"Matematyka nie oszukuje"

e paradoksy, antynomie i sofizmaty
Zajecia poswiecone bedag specyficznym problemom matematycznym i logicznym, ktére
od wiekdéw bawity, ale przede wszystkim uczyty Scistosci, precyzji i konsekwencji w mysleniu.
Zadania oparte na sofizmatach, antynomiach, czy paradoksach bedg prezentowane na tle
historycznym i nawigzywa¢ bedg do najwazniejszych umiejetnosci intelektualnych, jakie sa
rozwijane w szkole. Uczestnicy poznajg klasyfikacje i ogélne zasady rozwigzywania

lub komentowania takich probleméw.

e sztuczki liczbowe i ich sekrety
Warsztat stanowi przeglad klasycznych sztuczek matematycznych, ktére dotyczg elementarne;j
matematyki. Na zajeciach pojawig sie réwniez paradoksy matematyczne, czyli np. ,dowdd”,
ze kazda liczba jest dodatnia. Kazda ze sztuczek jest doktadnie analizowana, odkrywany jest jej
sekret. Zajecia mozna zorganizowa¢ w formie konkursu, gdzie jedna z druzyn przygotowuje
i przedstawia sztuczke matematyczng, a druga — odgaduije.

e sztuczki z szybkim liczeniem
Szybkie liczenie, to takze niekiedy sztuczka rachunkowa. Uczniowie sami mogg podzieli¢ sie
swoim doswiadczeniem w sprytnym wykonywaniu rachunkéw. Kazdy spos6b skroconego
wykonywania obliczen jest doktadnie analizowany pod katem poprawnosci i zasiegu
stosowania. Wiele pomystow mozna znalez¢ w Internecie lub w literaturze np. M. Szczesniak,
D. Szczesniak — Kalkulator w gtowie. Wroctaw 1995.

e oszustwa geometryczne
Geometria jest wdziecznym polem do zakamuflowania btedu i uzyskania efektownego,
ale sprzecznego z wiedza matematyczng rezultatu. Poszukiwania btedu éwiczg u uczestnikow
dociekliwo$é rozumowania i jego precyzje.

e nonsensowne dowody i zarty matematyczne
Zabawne "dowody", ze 1 = 2, czy inne zarty matematyczne sg takze dobrym materiatem
rozwijajgcym umiejetnosci ucznidbw. Dowodzac, ze 1 zt = 1 gr uczniowie muszg bardzo
precyzyjnie odréznia¢ poprawne rozumowanie od btednego. Zajecia moga przyjac rézng forme
organizacyjng — np. bieg terenowy ze stanowiskami, na ktérych bedzie trzeba rozwigzac

zadanie — zarcik matematyczny.
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5.2.2. Grupalll

Sesja 1
,C0 mnie zastanawia, intryguje i fascynuje w matematyce?”

e Wyklad inauguracyjny profesora matematyki. Pytania i dyskusja na forum.

e Zapoznanie sie uczestnikbw ze sobg i z prowadzacymi sesje. Zajecia integracyjne wspoine
dla obu grup.

e Prezentacje zagadnien przygotowanych przez uczestnikow. Kazdy z uczestnikow sesji jest
zobowigzany do przygotowania na sesje 20 min. prezentacji, w dowolnej formie, na temat: ,Co
mnie zastanawia, intryguje i fascynuje w matematyce”. Uczestnik przedstawia swoje fascynacje
przedmiotem, swoje przemyslenia, ciekawe problemy i oczekiwania (realne lub nierealne).

e Czym byta i jest matematyka. Najciekawsze i najistotniejsze osiggniecia matematyki
wspotczesnej i dawnej — wybor zagadnien przez prowadzgcego (np. teoria Galois, zagadnienie
czterech barw, twierdzenie Gddla, wielkie twierdzenie Fermata, twierdzenie Eulera itp.)

e Warsztaty z pracownikiem naukowym: ,Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce.
Nad czym sie glowig wspotczesni matematycy?”

e (Cigg dalszy prezentacji uczestnikow.

e Wizyta studyjna na Uczelni wyzsze,j.

Przykiad realizacji konkretnych tematow:
*Wyktad inauguracyjny "Wspétczesne dziedziny badan matematycznych"

*Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych cz. 1

*Sesyjny konkurs zadaniowy

*Prezentacje rozwigzan zadan kwalifikacyjnych i konkursowych

*Prezentacje uczniowskie cz. 1

*Prezentacje uczniowskie cz. 2

Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 1 "Rachunek rézniczkowy i catkowy -
najwigekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje”
Rozwigzywanie probleméw matematycznych cz. 1 "Dowody niewymiernosci"

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce cz. 1 "Nieskonczonosci"
Rozwigzywanie probleméw matematycznych cz. 2 "Rekurencje liniowe stopnia 1i 2"
Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 2 "Liczby kardynalne i porzgdkowe"

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce cz. 2 "Cigg Fibonacciego"
Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 3 "Twierdzenie Eulera"

Rozwigzywanie probleméw matematycznych cz. 3 "Arytmetyka zespolona"
Rozwigzywanie probleméw matematycznych cz. 4 "Kolorowanie w matematyce"
Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 4 "Ciekawe zagadnienia z teorii grafow"
Dyskusje o matematyce cz.1 "Czy matematyke wymyslamy, czy odkrywamy"
Dyskusje o matematyce cz. 2 "Komu potrzebna jest matematyka?"

Najistotniejsze osiggniecia matematyki” cz. 5 "Rachunek rézniczkowy i catkowy -
najwiekszy wynalazek drugiego tysigclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje" cz.2.
Rozwigzywanie probleméw matematycznych cz. 5 "R6znica symetryczna”
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LAlgebra — przetomowy wynalazek arabow, utrapienie uczniow”

Zajecia warsztatowe. llustracja pojec tresciami zadaniowymi.

Systemy liczenia. Arytmetyka.

Wstep do teorii liczb. Liczby pierwsze i ztozone. Kongruencje.

Funkcje catkowitoliczbowe.

Algebraiczne i niealgebraiczne rozwigzywanie probleméw ,tekstowych”.

Roéwnania i nierdwnosci liczbowe i algebraiczne.
Sumowanie skonczone i nieskonczone.

Krotki konkurs zadaniowy miedzy uczestnikami ses;ji.

Przyklad realizacji konkretnych tematéw:

Jak powstawata algebra

Grupy izometrii wtasnych figur geometrycznych

Kongruencje

Konkurs zadaniowy

Ciekawe zbiory liczbowe - zbi6ér Cantora

Rozwigzywanie zadan konkursowych

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych

Czy mozna inaczej mnozyc¢ i dodawac

Grupy algebraiczne

Liczby na przestrzeni dziejow

Mate tw. Fermata

Klasyczne nieréwnosci miedzy srednimi i ich zastosowania

Sumy i iloczyny

Utamki jakich nie znamy

Nieréwnosci algebraiczne -dowodzenie

Indukcja matematyczna - istota i wykorzystanie

Dodawanie i mnozenie modulo n

Czy istniejg wzory na wszystkie pierwiastki wielomianu?

Pomyst Euklidesa - liczby pierwsze

Sesja 3
,Rdzne geometrie, rozne $wiaty”

Zajecia warsztatowe. Powigzanie poje¢ z treSciami zadaniowymi.

Jak mierzy¢ odlegtos¢. Wtasne pomysty. Geometria generowana metryka.

Geometria Euklidesa. Geometria na okregu i na sferze.
Odcinki prostych i stycznych w wielokatach i okregach.
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e Zasada Dirichleta i indukcja matematyczna w zadaniach geometrycznych.

e Algebra w geometrii. Metoda syntetyczna i analityczna w rozwigzywaniu probleméw

geometrycznych.
e Trygonometria pomaga geometrii.
e |zometrie, podobienstwa, inwersje i inne transformacje ptaszczyzny i przestrzeni.

e Szczypta geometrii topologicznej. Figury podobne topologicznie.

Sesja 4
,Zycie to statystyka i probabilistyka”

Zajecia warsztatowe. llustracja poje¢ tresciami zadaniowymi.

e Typowe problemy statystyczne, kombinatoryczne i probabilistyczne wokét nas. Rozwigzywanie

zdroworozsgdkowe.

e Podstawowe narzedzia kombinatoryczne w dziataniu (reguty kombinatoryczne, dwumian

Newtona, tr. Pascala).
e Elementy statystyki opisowe;.
e Ciekawe problemy rekurencyjne i sumacyjne.
e Kombinatoryka w stuzbie probabilistyki.
e Rozwigzywanie probleméw kombinatorycznych i probabilistycznych z r6znych dziedzin.

¢ Mecz matematyczny uczestnikow sesiji.

Sesja 5
~.Matematyka narzedziem profesjonalistow”

Zajecia warsztatowe. Rozwigzywanie zadan i problemoéw z réznych dziedzin aktywno$ci

czfowieka.

e Matematyka architekta, fotografa i malarza (perspektywa, rzuty, ztoty podziai, ornamenty,

fraktale).

e Matematyka konstruktora, mechanika i inzyniera (przekroje, konstrukcje geometryczne,

pomiary, skale).

e Matematyka muzyka i akustyka (skale logarytmiczne, skfadanie drgan sinusoidalnych,

matematyka na pieciolinii).

e Matematyka geodety (mierzenie odlegtosci i wysokosci w terenie, wykorzystanie tw. Talesa

i zwigzkow trygonometrycznych w trojkacie).

e Matematyka informatyka (algorytmy, ciag Fibonacciego, liczby losowe, kryptografia,

haszowanie).
e Matematyka przedsiebiorcy i bankowca (kapitat, procent sktadany, cena, zysk, podatek).

e Matematyka biologa (prawa chaosu, zycie populaciji).
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Matematyka astronoma (linie na ptaszczyznie i w przestrzeni, ewoluty, ewolwenty, cykloidy,
epicykloidy, hipocykloidy, spirale i slimaki, krzywe stozkowe).
Matematyka socjologa i polityka (statystyka opisowa).

Zajecia praktyczne w terenie.

Sesja 6
LInformatyka wspomaga matematyke”
Zajecia warsztatowe z wykorzystaniem komputerow.
Praca z tablica interaktywng i multimediami. Matematyzacja $wiata realnego.
Programy wspomagajgce matematyka (WolframAlpha, Maple, MATLAB, Matematica,
GeoGebra itp.).
Wykorzystanie matematycznych zasobow Internetu.
Kolorowanie, tesalacje ptaszczyzny, mozaiki, fraktale.
Interaktywne problemy, zagadki i zadania logiczne.
Ciekawe krzywe i ptaszczyzny w roznych uktadach wspotrzednych.

Wyznaczanie miejsc geometrycznych punktéw zadanych ré6znymi warunkami.

Rozwigzywanie niebanalnych probleméw matematycznych z uzyciem programow

komputerowych.

6. Procedury osiggania celow

Nie jest mozliwe wskazanie uniwersalnych, najbardziej skutecznych
zabiegbw dydaktycznych pozwalajgcych w kazdych realiach osiggngé
oczekiwane rezultaty. Na wynik dziatann edukacyjnych wptywa bardzo wiele
czynnikbw — zaroéwno zaleznych, jak i niezaleznych od nauczyciela. Mozna
jedynie pokusi¢ sie o wskazanie kierunkéw wspomagajgcych proces nauczania
— uczenia sie, ktére sukces dydaktyczny uczynig bardziej prawdopodobny.
Do nauczyciela za$ nalezy decyzja, jak zadziata¢ w danym momencie, wobec

konkretnej grupy uczniow. Takimi drogowskazami s3:

% Stosowanie metod indukujgcych aktywnos¢ i samodzielnos¢ poznawczg
uczniow

Aktywnos¢ intelektualna i samodzielno$¢ poznawcza to dwa gtowne
czynniki wspomagajgce asymilacje wiedzy. Kazda umiejetno$s¢ samodzielnie
nabyta podczas wykonywania konkretnej czynno$ci (fizycznej lub umystowej)

jest szybciej i w bardziej naturalny spos6b wigczana do zasobdw
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intelektualnych. Dlatego tak warto$ciowe sg wszystkie metody dydaktyczne
odwotujgce sie do dziatania ucznia. Materiat zawarty w tym programie stwarza
wiele okazji do budowania takich sytuacji dydaktycznych.

* Rozwigzywanie problemoéw matematycznych i zadan

Wiedza matematyczna to w gtdéwnej mierze umiejetnos¢ zachowania sie
wobec problemu. Wszelkie czynnosci eksploracyjne, procesy kojarzenia,
dochodzenia do uogdlnien, konkluzji, dostrzeganie alternatywnych drdg
towarzyszace rozwigzywaniu problemoéw, to elementy niezmiernie istotne
w ogélnym wyksztatceniu, a zarazem swoiste dla matematyki, wiec to ona
wsrod przedmiotow szkolnych jest najbardziej predestynowana do ich
ksztatcenia. Stad ogromna rola dobrze skonstruowanych, rozwijajgcych zadan.

% Stosowanie grupowych form pracy lekcyjnej i pozalekcyjnej

Inng, rownie istotng sprawnoscig podkreslang przez podstawe programowg
jest umiejetnos¢ pracy zespotowej. Grupowe rozwigzywanie problemow jest
symulacjg sytuacji, w jakich w przysziosci znajdg sie uczestnicy zajec
podejmujgc prace zawodowg, czy funkcjonujgc w réznych grupach
spotecznych. Dlatego niezmiernie wazng jest taka organizacja zajec,

aby wspomagac procesy socjalizacyjne.

% Ukazywanie praktycznych zastosowan poznanej wiedzy.

Istotng role w kazdym ksztatceniu, a w matematycznym szczegdlnie
odgrywa motywacja. Nie wszyscy uczniowie gimnazjum majg juz tak
uksztattowany system wartosci, ze zdobywanie wiedzy jest wartoscig sama
w sobie. Wazng funkcjg nauczyciela jest wiec wzbudzanie motywacji poprzez
pokazywanie waloréw nabywanych kompetencji. Jest on w dziataniu
tym bardziej wiarygodny, im blizej praktycznych zastosowan jest dana
umiejetnoscé.

Kazdy dzien zaje¢, kazdej z sesji, konczy sie podsumowaniem oraz
dyskusjg z uczestnikami i ewaluacjg. Ponadto kazdy z uczniéw moze korzystaé
co miesigc z 1 godziny konsultacji udzielanych przez 4 tutoréw (po 1 na 10
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uczniéw), specjalistbw matematyki lub psychologéw, ktérzy spotykajg sie
on-line z uczniami, a w zaleznosci od potrzeb roéwniez z ich rodzicami
i nauczycielami.

Ponadto przygotowujgc realizacje zaje¢ nalezy wykorzysta¢ wytyczne
dotyczgce metod pracy z uczniami zawarte w rozdziale Wskazowki do pracy dla
cztonkow zespotdow przedmiotowych bedgcego czescig Innowacyjnego
programu wsparcia psychologiczno-pedagogicznego uczniow uzdolnionych, ich
rodzicow i nauczycieli. Przyjecie takiego modelu pracy pozwoli zrealizowac
wszystkie cele szczegbtowe i wychowawcze programu. Przy czym
poszczegolne cele wychowawcze zostang osiggniete nie poprzez pojedyncze
techniki pracy z uczniem czy realizacje poszczegdinych tematéw, ale sg
efektem udziatu ucznia w calym programie wsparcia. Realizacji celow
wychowawczych zorientowanych na ksztatcenie kompetencji spotecznych
takich jak umiejetno$¢ prowadzenia merytorycznej dyskusji i przyjetych
sposobow przekazywania i obrony wtasnych przekonan, umiejetnosc trafnej,
racjonalnej oceny swojej osoby, budowania poczucia wiasnej wartosci
i akceptacji siebie w tym umiejetno$¢ przyjmowania krytyki, ocen i pochwat,
rozwijanie umiejetnosci radzenia sobie z porazka, umiejetnos¢ wspotpracy
w zespole i kultury dyskusji w tym umiejetno$¢é prowadzenia sporu sprzyjajg
zwlaszcza zaplanowane metody interaktywne, oparte na dyskusji.

Integralng czescig pracy z uczniami podczas sesji jest réwniez udziat
w aktywnosciach kulturalnych, w tym wizyty w instytucjach kultury wysokiej
(flharmonia, teatr, opera), ktére stanowig dopetnienie dziatan dydaktycznych
i stymulujg szeroki rozwdj spoteczno-kulturalny uczestnikéw programu- w mysl|
przyjetych zatozen holistycznego rozwoju i zgodnie z wytycznymi zawartymi
w Innowacyjnym programie wsparcia psychologiczno—pedagogicznego uczniow
uzdolnionych, ich rodzicow i nauczycieli. Wigczenie tego typu dziatan wzmocni

procesy osiggania celéw edukacyjnych i wychowawczych.

6.1. Preferowana metoda nauczania

Zajecia w sesjach stacjonarnych o zr6znicowanej formie — z wykorzystaniem

metody projektu, dyskusji, grupowego rozwigzywania problemu itp.
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Ponadto kazdy z uczniow moze korzysta¢ co miesigc z 1 godziny konsultaciji
udzielanych przez 28 tutoréw (po 1 na 10 uczniéw), specjalistéw danego
przedmiotu lub psychologéw, ktérzy spotykajg sie on-line z uczniami,

a w zaleznosci od potrzeb réwniez z ich rodzicami i nauczycielami.

6.2. Sposoby i techniki pracy

Podczas sesji stosowane Sesyjny system nauki wspierany i uzupetniany jest
e-learningiem wykorzystujagcym platforme Moodle, w szczegblnosci do
publikowania i komentowania zagadnien oraz materiatbw omawianych na
sesjach, zamieszczania dodatkowych zadan realizowanych przez uczniow
pomiedzy sesjami, udzielania porad i wyjasnien przez prowadzgcych
poszczegodlne sesje.

Przykladowe scenariusze zajec

6.2.1. Konkurs zadan diagramowych (grupy li ll, sesjal)

Na poczatku prowadzacy wyjasnia zasady kazdego z typow zadan.
Nastepnie nalezy wspoélnie rozwigza¢ przynajmniej po jednym zadaniu
z kazdego typu. W zaleznos$ci od kondycji grupy mozna przeprowadzi¢ konkurs

indywidualnie, w parach lub w zespotach 3-4 osobowych.
Sudoku:

64 64 1
3

N

—_—

WO IS
2N
(o)

N
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2 1 2 4 1 2 2 3 2 5 4
3 3 2 2
4 3 4
4 3 2 1
3 4 3 2 4
2 1
2 15 4 1 4 2

Podziat na dwie identyczne czesci (moga by¢ odbicia lustrzane):

6.2.2. Wykorzystanie wzorow skréconego mnozenia (Grupa I, sesja Il)
Zadanie 1. Sprawdz prawdziwos$¢ ponizszych wzorow skroconego mnozenia:
a/ (a+b)=a’ +2ab+b2,

p/ (a—b)=a’ =2ab+b"

¢/ a’—b*=(a—b)a+b),

d/ (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ +b°,

e/ (a—b) =a’-3a’b+3ab’ - b,

f/ @ +b’ =(a+b)(a’ —ab+b*),

g/ a’—b’=(a—-b)a’>+ab+b"),

h/ a* —b* =(a-b)(a’ +a’b+ab> +b’),
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i/ @ +b =(a+b)a*'—a’b+a’b> —ab’ +b"),
il @=b =(a-b)a*+a’b+a’b* +ab’ +b"),

Zadanie 2. Odgadnij wzory:
al a"-b"=(@a-b)-...
b/ " +b*" =(a+Db)-....

Zadanie 3. Przeksztat¢ wyrazenie i przedstaw je w najprostszej postaci:
a/ (a-b)’ —(a+b)’,
b/ (a-b)’ —(a+b),
x  yy-x
X+ y x2 - y2 ’
(3a® —ab)-(3a—b)
9a’ —6ab+b*
2x—-1 —-3-3x

-1 X +2x+1

c/

a/

e/

Zadanie 4. Skr6¢ utamek:

-y
¥ — y%

n4 n3 n2
Zadanie 5. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba 7+3+7 jest

kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 6. Udowodnij graficznie wzory na kwadrat i szescian sumy.

Zadanie 7. Wykaz, Ze dla kazdej liczby pierwszej p >3 liczba p*> —1 jest
podzielna przez 24.

Zadanie 8. Wykaz, Ze dla kazdej liczby pierwszej p >5 liczba p* —1 jest
podzielna przez 240.

Zadanie 9. Wiadomo, ze a ++1 =3. Oblicz:
a/ a2+a—12 b/ a5+a—15, c/ az—a%.
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6.2.3. Rownania z zaokragleniem (Grupa |, sesja l)

1. Zaznacz kropkami na osi liczbowej liczby: 0,3, 2,8, 3,5, 4%, J50.

Dla kazdej z tych liczb zaznacz krzyzykiem najblizszg jej liczbe catkowita.

2. Zaokraglij

a/ do czesci dziesigtych: 0,899, 0,988, 0,998

b/ do czesci setnych: 12,90909, 12,090909, 12,09999
c/ do czesci tysiecznych: 59,8899, 59,8999, 59,9999

3. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, kt6rych zaokrgglenie do czesci
dziesigtych jest réowne 0,7.

4. a/ Zaokraglij liczbe 0,421 do czesci setnych. Podaj liczbe mniejszg od niej,
ale majgca takie samo zaokrgglenie do czesci setnych.

b/ Zaokraglij liczbe 0,7999 do czesci dziesigtych. Podaj liczbe wiekszg od niej,
ale majgca takie samo zaokraglenie do czesci dziesigtych.

5. Podaj co najmniej 6 réznych liczb, ktérych zaokrgglenie do jednosci jest
réwne 9.

Oznaczmy przez )x( zaokraglenie liczby x do jednosci.

6. Sporzadz wykres funkcji f(x) = )x( dla x> 0.

Dla kazdego x > 0 zachodzg rownosci: )x( = {x+l} :
1 1
X(—=<x<)x(+—
X(— 5 < x<)x(+ 3

7. Rozwigz rébwnania: a/)x(=3, b/ )x(=0, c/)x(=

d/ 8- )x( + 14 = 54.

1
3 b

8. Rozwigz réwnania:

a/)2x(=5, b/)20x(=5, c/)x+4(=6, d/)5—x(=1,
e/)8—x(=0, f/)2x—7(=4

9. Rozwigz réwnania: a/ )l( =4, b/)x¥(=1.

X

Oznaczmy przez 1x] zaokraglenie liczby x do petnych setek.

10. Rozwigz rownania:
a/]x =800, b/]x=1000, c/]x{ =40, d/]x =0,
e/ 4-]x + 44 = 4444

1
11. Rozwigz réwnania: a/ kx[ =80, b/]100x] =100

12. Rozwigz rownania: a/Ix{=x, b/]x[ =)x(
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13. Rozwigz réwnanie ]x* — 26[ = 600
Oznaczmy przez }x{ zaokraglenie liczby x do czesci setnych.

14. Rozwigz rownania:
a/}x{=0,08, b/}x{=0,10, c/}x{=0,001, d/}x{=0, e/ 9-}x{+ 0,099 =
0,999

15. Rozwigz réwnanie }%x{ =5,05

16. Rozwigz rownania: a/}x{=x, b/}x{=)x(, c/}x{=1A
17. Rozwiaz réwnanie }+/x{ = 0,04

6.2.4. Rownania kwadratowe (Grupa I, Sesja Il)

Zadanie 1. Rozwigz réwnania;
a/ x’—4=0,

b/ x*+9=0,

¢/ x* =5x=0,

d/ x*+6x=0,

Zadanie 2. Rozwigz réwnanie:

Qx—4)° =7

Zadanie 3. Odgadnij rozwigzania réwnania:
x*—6x4+5

Zadanie 4. Znajdz wymierne rozwigzania rownan:
a/ 6x* —13x+5=0,

b/ 2x° —=7x+5=0,

c/ Tx* —x—-8=0,

Zadanie 5. Rozwigz réwnania dopetniajac do kwadratu:
a/ X’ —4x+3=0,

b/ x> —4x+2=0,

¢/ xX*+6x+3=0,

d/ x> =7x+3=0

Zadanie 6. Rozwigz réwnania:
a/ x*+2x*-3=0,

b/ x*—4x*+2=0,

o/ x*+2x* =24,
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6.2.5. Rézne oblicza Twierdzenia Pitagorasa (Grupa |, Sesja lll)

Twierdzenie. Wszystkie trojkaty pitagorejskie pierwotne (x,y,z), w ktérych y
jest liczbg parzysta, otrzymuje sie ze wzorow:

k=P Z_k2+l2
x=kl 2 2 gdzie k>1, biorac za k, | wszystkie pary liczb
naturalnych nieparzystych wzglednie pierwszych. Kazdy tréjkagt pitagorejski
pierwotny, gdzie y jest liczbg parzystg otrzymuje sie w ten sposéb tylko jeden
raz.

Zadanie 1. Uzasadnij, ze jesli trojkat (x,y,z) jest pierwotny, to liczby x i y nie
mog3g by¢ jednoczesnie nieparzyste.

Zadanie 2. lle jest wszystkich trojkatow pitagorejskich, ktdrych boki sg mniejsze
od 1007

Zadanie 3. Znajdz wszystkie trojkaty pitagorejskie, w ktorych boki sg kolejnymi
liczbami naturalnymi.

Zadanie 4. Znajdz wszystkie trojkaty pitagorejskie, w ktérych dowolne dwa boki
sg liczbami naturalnymi.

Zadanie 5. Mucha spaceruje po powierzchni szescianu o krawedzi 10 cm. Jaka
jest dtugos¢ najkrétszej drogi, ktérag moze przejs¢ miedzy dwoma
przeciwlegtymi wierzchotkami?

Zadanie 6. lle jest roznych trojkgtow prostokgtnych majgcych boki
o diugosciach catkowitych i obwod réwny 20117

Zadanie 7. W kwadrat o boku dtugosci 1 cm wpisano o$miokat foremny. Jaka
jest dtugosc boku tego osmiokagta?

Zadanie 8. [Sprawdzian uzdolnien matematycznych do klas uniwersyteckich,
XIV LO Wroctaw, 2009r] Bok prostokata ma dtugos¢ 16 cm, a przekgtna 34 cm.
Przekatna podzielita prostokat na dwa tréjkgty. W kazdy z nich wpisano koto.
Oblicz odlegto$¢ miedzy srodkami tych kot.

Zadanie 9. [Sam Lloyd, 1800r] Wyznacz pole tréjkatnego jeziora do ktérego
przylegaja kwadratowe dziatki o polach 370 akréw, 116 akrow i 74 akry.
Ciekawostka: Akr to jednostka miary powierzchni uzywana w krajach
anglosaskich. Byt to obszar, ktéry mégt zosta¢ zaorany przez ptug zaprzegniety
w woly w ciggu jednego dnia.
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6.2.6. Paradoksy probabilistyczne (Grupa Il, Sesja IV)

Zadanie 1. (paradoks de Méré)

Rzucamy trzema kostkami do gry. Rozwazmy zdarzenia: A-suma oczek wynosi
11 oraz B-suma oczek wynosi 12. Zauwazmy, ze zaréwno 11 jak i 12 mozemy
dostaé na szes¢ sposobdéw (rozpisz jakie to mozliwosci poszczegdinych
wynikéw). Dlaczego wiec wykonujgc duzo powtérzen 11 wypada czesciej (moze
sprébuj sprawdzi¢ to doswiadczalnie lub przy pomocy komputera)?
Wskazdéwka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A i B zakfadajgc, ze kostki
sg rozréznialne (w tym przypadku kolejnos¢ wynikédw ma znaczenie), a takze
przyjmujac, ze sg takie same.

Zadanie 2. (paradoks Bertranda3)

Dany jest okrgg o promieniu 1. Jaka jest szansa, ze losowo wybrana cieciwa
AB bedzie diuzsza niz bok trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrgg?
Uwaga. Na tak postawione pytanie nie mozna odpowiedzie¢ w sposéb jedno-
znaczny. Z tresci zadania nie wynika jakg przestrzen zdarzen elementarnych
rozwazamy,

wiec stowo "losowo" znaczy tu tyle co nic:).

Zadanie 3. (losowe liczby naturalne)

Franek i Janek graja w nastepujgcg gre: maszyna losujgca losuje pary
sgsiednich liczb naturalnych i kazdy z graczy otrzymuje jedng z nich. Zasada
jest taka, ze kazdy zna liczbe przeciwnika, lecz nie zna swojej. Gracz z
mniejszg liczbg ptaci drugiemu tyle ztotych, ile wynosi przypisana mu liczba.
Kazdy z uczestnikbw moze w dowolnym momencie poprosi¢é o ponowne
wylosowanie pary liczb. Jednak okazuje sie, ze zaden
z graczy nie korzysta z tego prawa-dlaczego?

Obydwoje rozumujg tak: "Gdy widze, ze przeciwnik ma liczbe k, to ja mam k - 1
badz k + 1. Obydwie te liczby sg jednakowo prawdopodobne. Zatem jesli ja
wygram,

to zyskuje k ztotych, a gdy przegram, trace k-1. Ostatecznie $rednio zawsze
wygrywam 50 groszy". Kazdy z graczy rozumuje tak samo. Czy to oznacza, ze
w tej grze nikt nie przegra?

Wskazowka. Co by byto gdyby kazda liczba naturalna byta losowana z takim
samym prawdopodobienstwem? Czy w ogéle jest to mozliwe?

Zadanie 4. (""ldz na catos¢!")

Trwa teleturniej. Sg trzy bramki do wyboru i tylko w jednej z nich jest nagroda.
Wybierasz losowo jedng z nich. Wtedy prowadzgcy teleturniej (on wie gdzie jest
nagroda) odstania jedng z dwoch pozostatych bramek, ktéra okazuje sie by¢
pusta. Gospodarz pyta Cie wiec, czy pozostajesz przy swoim wyborze czy
zmieniasz bramke na pozostatg?

Wskazéwka. Analizujgc  otrzymany  schemat oblicz  jakie  jest
prawdopodobienstwo wygranej gdy nie zmienimy bramki, a takze gdy
dokonamy zmiany.
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Zadanie 5. (dylemat wieznia)

W wiezieniu szykuje sie utaskawienie jednego z trzech wiezniow: A, B lub C.
Wiezien A ma wsrod klawiszy swojg "wtyczke", ktéra wie kto zostanie
zwolniony. Skazaniec boi sie zapyta¢ go o siebie, wiec pyta ktory z wiezniéw B,
C ma zosta¢ w wiezieniu. Oczywiscie przed zapytaniem straznika A ocenia
SWojg szanse na wyjscie jako 1/3. Jesli straznik powie mu, ze zostaje np. C,
wtedy jego szanse rosng do 1/2 (bo zostanie zwolniony on-A lub B). Czy na
pewno jego szanse wzrastajg az do 50%?

Wskazéwka. Zastanow sie czy informacja otrzymana od straznika zmienia co$
z punktu widzenia wieznia A.

6.2.7. Seminarium olimpijskie - rownania funkcyjne (Grupa Il, Sesja 5)

Whnioski z wdrozenia. Warto to zagadnienie realizowaé podczas 4 godzin
lekcyjnych.

Zadanie 1. Niech f(z 4+ 7) = 22 — 5z + 2. Znajdz f(x).

Zadanie 2. Niech Ji}xrj_“ = 4;2&. Znajdz f(x).

Zadanie 3. Niech f(lnz) =22 + 2+ 1 dla z > 0. Znajdz f(z).

Zadanie 4. Niech f(z) + f{r;l:l =1+ 2. Znajdz f(z).

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x € R spelnione jest rownanie

2f(z) + f(1 — ) = =%

Zadanie 6. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich z,y €
R zachodzi

zf(y) +yf(z) = (z+y)f(z)f(y)
Zadanie 7. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x,y € R zachodzi

f(2)f(y) —zy = f(z) + f(y) - L.
Zadanie 8. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich xz,y €
R zachodzi

flz+9)? = f@=)* + (@)

Zadanie 9. Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x,y € R zachodz

flz+y) - flz—y) = fz)f(y).
Zadanie 10. Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
z,y € R zachodzi
flz+y)— flz —y) =4zy.

Zadanie 11. Wyznacz wseystkie funkeje f: R — R takie, Zze dla wszystkich
x,y € R zachodzi
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Zadanie 12, Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x,y € R zachodzi

(z —y)f(z+y) - (z+y)f(z —y) = dzy(z® — ¥°).

Wskazdwka: wprowad? nowe zmienne o« =x +1y, F=x —.

*¥*Zadanie 13, Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R spelniajace trey ponizsze
warnnki:

(1) fl—z)=—f(z) dlaz e R;
(2) flz+1)=f(x)+1 dlazeR;
(3) f(3)=5f(z) dazeR\ {0}

6.2.8. Ciekawe krzywe (Grupa Il, Sesja VI)

Zadanie 1.

Napisz jak wyglada parametryzacja odcinka [a,b] C R.
Zadanie 2,

Pokaz, ze zbior punktow plaszezyzny (x,y) opisany réwnaniami

T = Rcost

y = HRsint

dla ¢t € [0,27] jest okregiem o Srodku (0,0) i promieniu R. Czy ten sam okrag
mozna sparametryzowac¢ w inny sposob?

Zadanie 3.

Jak sparametryzowaé okrag o srodku w punkcie (a,b)?

Zadanie 4.

Napisz rownanie parametryczne elipsy o dsrodku (0,0) i patosiach a, b.
Zadanie 5.

Pokaz, ze dla y € [0,2a] cykloida spelnia rownanie

r = aarccos(1 — E) — v/ 2ay — y2.
a

Zadanie 6.
Dowiedz sie z internetu co to jest brachistochrona.
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Zadanie 7.

Pokaz. ze lis¢ Kartezjusza opisany jest rownaniem
2 + y3 = 3azxy.

Sprawdz. ze jest on syvmetryvezny wzeledem prostej y = x oraz ma asyvmptote o
rownaniu Yy = —r — a.
Zadanie 8.
Rozwazmy asteroide z2/3 + y?/3 = a?/3. Pokaz. ze ma ona parametryzacje

r = acos’t

y = asin®t
dla 0 <t <27, W tym celu rozwaz wielkodei (z/a)'/® i (y/a)*/>.
Zadanie 9.
Napisz rownanie okregu Kg(a,b) we wspolrzednych biegunowyeh (r, @).
Zadanie 10,
Jak wyglada rownanie spirali Archimedesa we wspolrzednych biegunowych (r, ¢)7
Zadanie 11.
Przechodzac do wspolrzednych prostokatnych pokaz, ze lemniskata Bernoulliego
r? = 2a* cos(2¢) spetnia rownanie

2

(z° +9%)* = 2a%(2* — 7).

7. Warunki realizacji programu

Program zaktada, ze zajecia bedg odbywaty sie w szesciu 40 godzinnych
sesjach stacjonarnych, roztozonych na 2 lata szkolne. W zwigzku z tym
uczniowie zakwalifikowani do udziatu z zajeciach, a uczeszczajgcy do klasy VI
szkoty podstawowej oraz klasy Ill gimnazjum w czasie trwania dziatan wsparcia
zmieniajg etap edukacyjny na wyzszy.

Forma sesji stacjonarnych wigze sie z koniecznoscig zapewnienia dla
wszystkich ucznibw zakwaterowania. Nalezy umozliwi¢ zamieszkanie
ze wszystkimi uczestnikami takze uczniom zamieszkujgcym w miejscowosci,
w ktorej prowadzone sg zajecia. Wszyscy uczniowie powinni zosta¢ objeci
catodobowym wyzywieniem oraz mie¢ dostep do sali gimnastycznej lub basenu.

Integralng czescig zaje¢ sg warsztaty rozwojowe =z psychologami
i pedagoga-mi oraz wyjscia kulturalne, dlatego niezbedne jest zapewnienie
opieki wychowawcow przed i po zajeciach merytorycznych — takze w nocy.
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Uczniowie powinni by¢ kwalifikowani do poszczegélnych grup wiekowych
na podstawie wynikéw procesu rekrutacyjnego.

7.1. Odbiorcy programu

Uczniowie ponadprzecietnie uzdolnieni ze szkoty podstawowej (klas V i VI),
uczniowie gimnazjum (klas | — Ill) oraz uczniowie szkét ponadgimnazjalnych
(klas | i Il) podzieleni na dwie podgrupy:

Grupa | - Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas | i Il gimnazjum.
Grupa Il - Uczniowie klasy Ill gimnazjum oraz klasy | i Il szkoty
ponadgimnazjalnej.

Zastrzezenia moze budzi¢ fakt, ze w mtodszej grupie rozpietos¢ wiekowa
wynosi az cztery roczniki. Nalezy jednak pamietac¢, ze program jest adresowany
do ucznidéw uzdolnionych, ktdérzy dosé¢ szybko potrafig nadrobi¢ ewentualne
braki. Dlatego nalezy zwréci¢ szczeg6lng uwage na rekrutowanie najmtodszych
uczestnikdw projektu. Muszg to by¢é uczniowie szczegblnie uzdolnieni,
dla ktoérych udziat w projekcie to wielka nobilitacja. Ze strony prowadzacego
konieczne jest wykazanie szczegélnej wrazliwosci na tg réznorodnos¢ wiekowa
odbiorcéw, aby umozliwi¢ najmtodszym uczniom podgzanie za tresciami.

Dopuszcza sie tagczenie grup na pojedynczych wyktadach dotyczgcych
szczegllnie tematyki popularyzujgcej matematyke, gdzie rdznice wiekowe
nie sg tak istotne, a duzo wieksze znaczenie ma umiejetne zaprezentowanie

tematu przez nauczyciela/wyktadowce.

7.2. Proponowany podziat godzin

6 sesji po 40 godzin realizowanych przez 5-6 dni kazda. Kazda z 6 sesji
winna obejmowaé po 5h zaje¢ doswiadczalnych realizowanych w laboratoriach
dolnoslgskich uczelni wyzszych.

Podczas kazdej sesji przedmiotowej nalezy uwzgledni¢ od 2 do 4 godzin
warsztatobw rozwojowych z psychologami i/lub pedagogami realizowanych
w oparciu o Innowacyjny program wsparcia psychologiczno-pedagogicznego
uczniow uzdolnionych, ich rodzicow i nauczycieli. Wymiar i tematyke tych
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warsztatow rekomenduje zespot realizujgcy program na podstawie biezgcej
ewaluacji postepow i potrzeb kazdej grupy uczniowskie;.

7.3. Liczebnosé grupy

Grupa 40 uczniow — 20 uczniéw w kazdej z dwdch podgrup — | podgrupa
uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas | i Il gimnazjum, |l podgrupa
uczniowie klasy Ill gimnazjum oraz klas | i || szkoty ponadgimnazjalne;.

Uczniowie kwalifikowani do poszczegdélnych grup na podstawie wiasnych
deklaracji oraz oceny ich osiggnie¢ w danej dziedzinie dokonanej przez Zespoty

Przedmiotowe.

7.4. Rekrutacja uczestnikow

Nad przebiegiem procesu rekrutacji powinna czuwaé komisja rekrutacyjnej,
w sktad ktorej winne wchodzi¢ 4 osoby — przedstawiciel organizatora zajec,
osoba odpowiedzialna za aspekty merytoryczne (matematyk), psycholog
i pedagog. Warunkiem koniecznym jest, by psycholog wchodzgcy w skiad
zespotu posiadat doswiadczenie w pracy z uzdolniong mtodziezg, a wskazane
jest, by takim doswiadczeniem legitymowata sie wiekszo$¢ zespotu.

Proces rekrutacji powinien obejmowac kilka dziatan:

e zgtoszenie kandydatury przez ucznia w formie listu motywacyjnego;

e przestanie opinii nauczyciela dotyczacej kandydata;

e przestanie zgody rodzicow na uczestnictwo dziecka w zajeciach
pozaszkolnych wraz z listem motywacyjnym;

e rozwigzanie zadania badz zadan rekrutacyjnych przedmiotowych
przygotowanych przez osobe odpowiedzialng za merytoryczng strone
zaje¢ wsparcia, najlepiej specjaliste w pracy z mtodziezg uzdolniong
przedmiotowo, ktére pozwolitby na identyfikacje = uzdolnien
i predyspozycji; wskazane jest by rozwigzanie zadania pozwolito
zréznicowac¢ kandydatdéw, a jego rozwigzanie nie mogto by¢ z tatwoscia
odszukane (warunek ten spetniajg otwarte zadanie autorskie);
alternatywnie komisja moze przeprowadzi¢ egzamin rekrutacyjny
w formie sprawdziany bgdz testu;
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e rozmowa rekrutacyjna prowadzona przed komisjg, w sklada ktérej
wchodzg psychologa oraz specjalista przedmiotowy; zadaniem komisiji
jest przede wszystkim identyfikacja kompetencji spotecznych
oraz predyspozycji do pracy w warunkach planowanego wsparcia.

W zwigzku z wykorzystaniem podczas trwania sesji przedmiotowych

technologii informacyjnych — platformy edukacyjnej — miedzy innymi
do komunikacji pomiedzy beneficjentami a organizatorami i realizatorami

wsparcia niezbedne jest prowadzenie procesu rekrutacji on-line.

7.5. Srodki dydaktyczne

W realizacji poszczegélnych sesji wykorzystywane sg zaréwno tradycyjne
jak inowoczesne $rodki dydaktyczne tj. tablica, kartki, ksero, kalkulatory,
rekwizyty, tamigtowki manualne (np. kostka Rubika, tangram), projektor
multimedialny z komputerem, tablica interaktywna i pomoce naukowe

przygotowane przez mtodziez i prowadzgcych zajecia.

7.6. Kwalifikacje i kompetencje nauczyciela

Jako jeden z wazniejszych czynnikbw w rozwoju ucznia zdolnego wskazuje
sie na role nauczyciela. Nauczyciela, o ktérym $miato mozna powiedzie¢, ze ma
nieprzecietne predyspozycje. W odniesieniu do ucznia zdolnego czesto uzywa
sie takich okreslen jak: ekspert, mistrz, mentor, guru, ktére juz w samej nazwie
eksponujg predyspozycje [10]. Nalezy dodaé, ze powyzsza charakterystyka
dotyczy nauczycieli ucznidéw wybitnie zdolnych.

Zajecia powinni prowadzi¢ nauczyciele matematyki i pracownicy naukowi
majgcy doswiadczenie w pracy z uczniami uzdolnionymi, posiadajgcy duzy
zasOb wiedzy metodycznej i merytorycznej (pozapodrecznikowej), lubigcy nowe
wyzwania, eksperymenty, nieobawiajgcy sie zaskoczenia przez mtodych
adeptow sztuki matematyczne;.

Idealni kandydaci, to dawni uczestnicy olimpiad, wychowawcy laureatéw
konkurséw i olimpiad, organizatorzy konkurséw, "uczelniani" popularyzatorzy

matematyki - nauczyciele z powotania w szerokim tego stowa znaczeniu.
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Do realizacji czesci zaje¢ powinni zostaC zaproszeni specjaliSci z danej

dziny matematyki.

7.7. Literatura pomocnicza dla ucznia

Istnieje bogata literatura i wcigz powstajg nowe publikacje dotyczace

matematyki adresowane do uczniéw uzdolnionych matematycznie.

1.

Witold Bednarek ,Arabeski Matematyczne”, Nowik, Opole 1998

2. W. Bednarek , Arytmetyka dla dociekliwych” Nowik, Opole 1997

3.  Krzysztof Ciesielski, Zdzistaw Pogoda ,Diamenty matematyki” Proszynski
i S-ka 1996

4. R. Courant, H. Robbins ,Co to jest matematyka” PWN Warszawa 1967

5. J. H. Conway R K. Guy “Ksiega liczb” WNT Warszawa 1999

6. P.J. Davis R. Hersh ,Swiat matematyki” PWN Warszawa 1994

7.  P. Jedrzejewicz "Bukiety matematyczne dla liceum i technikum", GWO,
Gdansk 2009

8. P. Jedrzejewicz "Bukiety matematyczne dla gimnazjum. Zadania

przygotowujgce do konkurséw", GWO, Gdansk 2009

9.

Lev Kourliandtchik ,Etiudy matematyczne”, Oficyna Wydawnicza TUTOR
Torun 2000
10. Zbigniew Palka, Andrzej Rucinski ,Wyktady 2z kombinatoryki”,

Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa 1998

11.

H. Pawilowski "Zadania z olimpiad matematycznych z catego $wiata.

Teoria liczb, algebra i elementy analizy matematycznej", TUTOR, Toruh 2011

12. H. Pawlowski "Zadania z olimpiad matematycznych z catego $wiata.

Planimetria i stereometria”, TUTOR, Torun 2011

13. H. Pawlowski "Zadania z olimpiad matematycznych z catego Swiata.

Trygonometria i geometria", TUTOR, Torun 2003

14. L.A. Steen ,Matematyka wspéiczesna - dwanascie esejow” WNT
Warszawa 1983

15.
16.
17.

H. Steinhaus ,Kalejdoskop matematyczny” wiele wydan.
http://archom.ptm.org.pl/- Archiwum olimpiady matematyczne;.

http://om.edu.pl/- Strona olimpiady matematycznej.
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18. http://omg.edu.pl/- Strona olimpiady matematycznej gimnazjalistéw.

19. http://www.wolframalpha.com/ - strona internetowa, stworzona przez
amerykanska firme Wolfram Alpha LLC. Formutuje ona odpowiedz na pytanie
zadane w jezyku naturalnym, wykonuje obliczenia, przedstawia dane

statystyczne, rozwigzuje rownania itp

8. Oczekiwane osiggniecia ucznia

Spodziewane osiggniecia ucznidéw, to odnoszenie sukceséw na szczeblu
rejonowym, wojewddzkim, ogoélnopolskim w konkursach i olimpiadach
matematycznych. Warto jednak pamieta¢, ze zachecanie do pracy przez
rywalizacje ma swoje zte strony. Nie mozna dopusci¢, aby emocje zwigzane
z potwierdzeniem wiasnej wyzszosci staty sie dla ucznidbw wazniejsze niz sam
przedmiot zmagan. Ponadto rywalizacja  oddziatuje  destrukcyjnie
na wewnetrzng motywacje zdobywania wiedzy - jako wartosci samej w sobie,
czynigc wartodcig uzyskany wysoki rezultat (dziatanie motywowane
zewnetrznie). Istnieje tez grupa ucznidéw zdolnych, ktdrzy z niechecig startuja
w jakichkolwiek konkursach. U takich uczniéw nalezy podtrzymywac ciekawos¢

i zapat do pracy.

8.1. Wiedza

Uczestnicy projektu powinni podczas poszczegdinych sesji zdoby¢ wiedze
dotyczacg tematyki wiodacej. Dlatego istotne jest, aby oprocz tradycyjne formy

wyktadu miaty miejsce ¢wiczenia i warsztaty.

8.2. Umiejetnosci

Oczekiwane osiggniecia uczniow mozna ujaé¢ w pie¢ standardow:
A. Sprawne wykonywanie typowych czynnosci matematycznych

Ten standard zwigzany jest z nabyciem biegtosci w postugiwaniu sie
narzedziami matematycznymi na takim poziomie, aby nie stanowity one
dodatkowej trudnosci przy wykonywaniu czynnosci wyzszego rzedu. Do tych
typowo technicznych umiejetnosci zaliczy¢ mozna: obliczanie, konstruowanie,

przeksztatcanie (arytmetyczne, algebraiczne, geometryczne), uktadanie
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i rozwigzywanie réwnan, nierbwnosci oraz ich ukladow, sporzadzanie,
zestawien, diagramow, wykreséw, zapisywanie zaleznosci jezykiem

matematyki.
B. Umiejetne prowadzenie rozumowania

Tu takze pobrzmiewa techniczna strona aktywnosci matematycznej, choé
na znacznie wyzszym poziomie ogolnosci. Przewaza tu mianowicie catosciowe
spojrzenie na prowadzony proces i dobieranie pod tym katem okreslonych
procedur. Jest to standard bardzo juz oderwany od tresci i dotyczacy
nastepujgcych (przyktadowych) umiejetnosci: tworzenie logicznego ciagu
wnioskdw, matematyzacja, interpretacja rozumowania lub jego rezultatow,
wykorzystywanie i przetwarzanie informacji danych w ro6znych formach,

wyjasnianie zauwazonych prawidtowosci.

C. Heurystyka matematyczna

Jest to standard, ktérego spetnienie Swiadczy o tym, ze uczen ma
uzdolnienia kierunkowe. Od o0s6b posiadajgcych przecietne predyspozycje
matematyczne odroznia go: bycie pomystowym, btyskotliwym, prowadzenie
prosto, oryginalnie rozumowania, dostrzeganie nowych, nie wykorzystywane

dotychczas zastosowania algorytméw i metod.

D. Samodzielne rozwigzywanie probleméw

Innym obszarem zwigzanym z aktywnoscig matematyczng ucznia jest jego
samodzielnos¢, zwtaszcza w rozwigzywaniu problemoéw. Bez tego trudno méwié
o0 petnej realizacji celow nauczania matematyki. W czym zasadzajg sie
umiejetnosci objete tym standardem? Przede wszystkim jest to: odkrywanie
struktury logicznej, stawianie i weryfikacja hipotez, dobd6r adekwatnych
narzedzi, tworzenie i realizacja schematu rozwigzania problemu, odpowiednia

interpretacja uzyskanych wynikéw.

E. Kreatywnos¢é matematyczna
Jest to najwyzszy szczebel rozwoju matematycznego uczniéw, stad jest to
réwniez standard najtrudniejszy do osiggniecia. Moze wtasnie dlatego stanowic
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powinien wyzwanie dla nauczyciela (dla ucznia chyba réwniez) i motywowaé
do znajdowania takich zabiegdéw dydaktycznych, ktére pozwolityby uczniom
na skuteczne podjecie prob takich dziatan, jak: formutowanie nowych
probleméw, dostrzeganie, wskazywanie analogii, dokonywanie uogdlnien
i klasyfikacji, tworzenie nowych struktur matematycznych, dostrzeganie modeli
matematycznych w obszarach wczesniej nie eksplorowanych przez te nauke.

Jest to na poziomie uczniowskim model pracy niemalze naukowe;.

8.3. Postawy

Praca nad postawg ucznibw w trakcie trwania projektu powinna byc¢
skoncentrowana na twérczym i samodzielnym rozwijaniu ich zainteresowan
i talentdw. Samodzielno$¢ szczegodlnie istotna jest w grupie starszej. Wybitnie
uzdolnieni matematycznie uczniowie w starszych klasach licealnych powinni
osiggng¢  poziom  duzej samodzielnosci wrecz  samoksztalcenia.
Rola nauczyciela w edukacji takiego ucznia jest trudna. Powinien sprostaé
wysokim wymaganiom, by¢é mentorem, mistrzem, powinien umieé¢ wytyczyé
indywidualng $ciezke rozwoju ucznia i na biezgco monitorowa¢ poziom jej
realizacji.

Uczniowie uzdolnieni matematycznie mogg w swoim sSrodowisku
wykazywac trudnosci w relacjach spotecznych, gdyz zwykle wybitne zdolnosci
w jednej dziedzinie mogg oznacza¢ ograniczenia w pozostatych sferach.
Zazwyczaj funkcjonujg dwa stereotypy na temat uczniéw zdolnych "prymus"
i "zdolny len". Zadna z powyzszych okreslen nie gwarantuje automatycznej
akceptacji réwiesnikéw. Udziat ucznia w projekcie moze byé czesciowym
rozwigzaniem tego typu probleméw. Uczniowie spotkajg sie w duzej grupie
z réwiesnikami, ktérzy sg zdolni i zainteresowani tg samg dziedzing. Stwarza
to realng mozliwos¢ (czesto po raz pierwszy) skonfrontowania swoich
mozliwosci, osiggnie¢, obrazu siebie na tle wspomnianej grupy odniesienia.
Wsréd zdolnych uzdolniony miody cziowiek jest wreszcie zwyczajny — jak kazdy
posiada mocne i stabsze strony

Dlatego tak wazne podczas realizacji programu (oprécz tresci

merytorycznych) sg wszelkie proby integracji uczestnikbéw, druzynowe konkursy
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zadaniowe, wspolne wyjscia, wieczorne gry i zabawy. Bardzo dobrym
pomystem jest zorganizowanie gry miejskiej, podczas ktorej uczestnicy majg
za zadanie w grupach "spenetrowanie" czesci miasta, badz okolicy. Do pomocy
mozna zatrudni¢ osobe doswiadczong w organizowaniu tego typu aktywnosci.
Zwykle dos¢ tatwo takg gre mozna "uprzedmiotowi¢" dodajgc przygotowane
wczesniej przez zespét przedmiotowy lub koordynatora zadania z matematyki.
Doswiadczenie pokazuje, ze podczas zaje¢ i spotkan zawierane
sg wieloletnie przyjaznie miedzy uczniami z rdéznych szkét o podobnych

zainteresowaniach, ktére prawdopodobnie nigdy nie mogtyby zaistniec.

9. Kontrola i ocena osiggnie¢ uczestnikow

W trakcie trwania projektu analizie powinny by¢ poddawane:
prace, testy, ¢éwiczenia wucznidw. Uczniowie powinni by¢ zachecani
do uczestniczenia w konkursach sesyjnych,
praca ucznia podczas zaje¢ w tym odpowiedzi ustne,
udziaty i sukcesy uczniow w konkursach szkolnych i pozaszkolnych, ktére
miaty miejsce pomiedzy poszczegolnymi sesjami.

Z drugiej strony po kazdej sesji powinny by¢ przeprowadzone ankiety
ewaluacyjne. Uczniowie anonimowo powinni moc wyrazi¢é swoje wrazenia
i odczucia. Pytania powinny by¢ tak sformutowane, aby mozna byto oceni¢
zainteresowanie grupy danym zagadnieniem oraz ocene jego przydatnosci,

poziom wspotpracy z wyktadowcami.

9.1. Metody sprawdzania wiedzy, umiejetnosci i postaw

W ramach sesji oraz e-learningu powinny by¢ organizowane konkursy
wiedzy (umiejetnosci) dla uczniéw, ktérzy nagradzani sg rdwniez
za systematyczne uczeszczanie na sesje i rzetelng prace nad zadaniami

domowymi oraz aktywnosc¢ na zajeciach i kolezenskg postawe.
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9.2. Przyktadowe zadania kontrolne

Grupal |

A. Trzy soczki i dwa batony kosztujg 9,60z, trzy batony i dwa jogurty kosztujg
8,70zt, a trzy jogurty i dwa soczki kosztujg 7,20zt. Czy wystarczy 20zt, aby kupic
cztery soczki, cztery batony i cztery jogurty?

B. Jesli kazdy bok kwadratu zwiekszymy o 10 cm, to pole powiekszy sie o 600
cm2. O ile zmniejszy sie pole tego kwadratu, gdy wszystkie jego boki skrécimy

olcm?

C. Do pewnego roztworu cukru dosypano tyle cukru, ze jego stezenie podwoito
sie. Nastepnie dolano tyle wody, ze stezenie wrdcito do stanu poczatkowego.
Co wazy wiecej: dosypany cukier, czy dolana woda ?

A=Yy
x+y

x+y

D. Liczby x, y sg dodatnie i x < y. Jak zmieni sie warto$¢ wyrazenia *~ 7Y |

+/

gdy x i y zamienimy miejscami?

E. Czy w dziewieciokgcie foremnym sg dwie przekatne przecinajgce sie pod
katem prostym? Jak to zadanie mozna uogoInic?

Grupal ll

lle prostych i ile okregéw przechodzi przez a) 1 punkt, b) 2 punkty, c) 3 punkty,
4 punkty, ..., n punktéw? Jakg figure tworzg srodki tych okregow?

Czy jest metrykg w zbiorze liczb naturalnych odlegto$¢ okreslona nastepujgco:
d (m,n) = reszta z dzielenia m — n przez 37

Matematycy okre$lajg metryke jako niezmienniczg na translacje, jesli po

przesunieciu ptaszczyzny odlegtos¢ miedzy nimi nie zmienia sie. Ktére
z poznanych metryk sg niezmiennicze na translacje.
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4)

9)

10) W nieréwnobocznym

* X

* 4k

* ok

W ktérym tescie tatwiej losowo udzieli¢ prawidtowej informacji. Jesli mamy 5
pytan z trzema odpowiedziami wielokrotnego wyboru TAK, NIE, czy majgc 10
pytan z 3 odpowiedziami i jednokrotnym wyborem tylko jednej prawidtowej

odpowiedzi.

Znajdz takie miejsce na linii bocznej boiska do pitki noznej, aby z tego miejsca
prawdopodobienstwo trafienia do bramki byto najwieksze. Zaproponuj stosowne

zatozenia i obliczenia.

Oblicz wspétrzedne $rodka symetrii wykresu funkciji f(x)=x?+3x?+2x+1

Sprawdz, ze wykres funkcji f(x)=1/x*+1/(1-x)> ma 0% symetrii. Znajdz

jej robwnanie.

Czy istnieje naturalna potega liczby 2 kitdéra w zapisie dziesietnym posiada

kazda cyfre doktadnie 1 raz, 2 razy, itd. n razy?

Uzasadnij, ze w dowolnym czworokacie wypuktym iloczyn sumy dtugosci

przeciwlegtych bokow jest wiekszy lub rowny czterem polom tego czworokata.

trojkgcie ostrokagtnym poprowadzono z kolejnych

wierzchotkébw wysokosé, dwusieczng i s$rodkowg. Sprawdz czy tréjkat

utworzony przez ich przeciecie moze by¢ tréjkatem réwnobocznym.

11) lle istnieje sposobdéw ustawienia 8 wiez na szachownicy tak, aby nie atakowaty

sie wzajemnie?

9.3. Kryteria oceniania

Ocenianie powinno by¢ tak prowadzone, aby w zrownowazony sposéb byty

wykorzystywane najwazniejsze jego funkcje, a wiec:

« informacyjna,

« Wspomagajgcg rozwoj ucznia,

« motywacyjng

» stwarzajgcg mozliwos¢ doskonalenia procesu dydaktycznego.

Informacje niezbedne do sformutowania oceny powinny by¢ zbierane

z nastepujgcych zrodet:
« odpowiedz ustna ucznia,

« karta pracy na zajeciach,
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« pisemne sprawdziany w formie:
» prac konkursowych
» testdw,
« prace domowe,

« prezentacja opracowan wybranych tematow.

* X

* x

* %

Wyrdzniajgcy sie uczniowie powinni byé nagradzani na zakonczenie

poszczegdlnych sesji chocby symbolicznie. Czesto im bardziej skromna

nagroda tym wieksza rados$¢ z jej otrzymania.
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